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1)1. 서  론

무한기억구조(Infinite Memory Structure, IMS) 필터의 

대표적인 기법인 칼만(Kalman) 필터는 다양한 공학 문제에

서 상태 추정(State Estimation) 기법으로 널리 사용되어 왔

다[1-3]. 최근 들어, 인공지능 및 5G 통신 분야에서 오염된 

신호 중 필요한 신호의 특징과 구성요소를 추출하기 위해 사

용되고 있다[4-8]. 그러나 칼만 필터의 재귀적인 계산 방식과 
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초기 시간부터 추정 시점까지의 모든 정보를 사용하는 무한

기억구조로 인해 오차가 누적되어 성능 저하는 물론 경우에 

따라 발산의 가능성까지 존재한다. 무한 기억구조를 가진 칼

만 필터의 대안으로 오차의 누적이 지속되지 않는 유한기억

구조(Finite Memory Structure, FMS) 필터가 상태 추정을 

위해 개발되었고 신호처리, 제어시스템, 통신시스템 등 다양

한 공학 분야에서 적용되어 왔다[9-15].

한편, 일반적인 경우 FMS 필터는 상대적으로 과거의 데이터

를 기반으로 추정값을 제공하는 인과적(Causal) 성질을 가진 필

터이기 때문에 추정값에 시간 지연이 존재할 수 있다. 따라서, 

관측값와 추청값이 구해지는 시점 사이에 고정된 지연이 존재하

는 경우의 상태추정을 위한 FMS 스무딩 필터(Smoothing 

Filter or Smoother)가 개발되었다[16-18]. 이러한 고정된 지

연은 오직 추정값이 구해지는 시점과 관련이 있을 뿐 FMS 필
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In this paper, an alternative finite memory structure(FMS) smoothing filter is developed for discrete-time state-space model with a 

control input. To obtain the FMS smoothing filter, unbiasedness will be required beforehand in addition to a performance criteria of 

minimum variance. The FMS smoothing filter is obtained by directly solving an optimization problem with the unbiasedness constraint 

using only finite measurements and inputs on the most recent window. The proposed FMS smoothing filter is shown to have intrinsic 

good properties such as deadbeat and time-invariance. In addition, the proposed FMS smoothing filter is shown to be equivalent to existing 

FMS filters according to the delay length between the measurement and the availability of its estimate. Finally, to verify intrinsic robustness 

of the proposed FMS smoothing filter, computer simulations are performed for a temporary model uncertainty. Simulation results show 

that the proposed FMS smoothing filter can be better than the standard FMS filter and Kalman filter.
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요     약

본 논문에서는 제어 입력이 있는 이산 시간 상태 공간 모델에 대한 유한기억구조(Finite Memory Structure, FMS) 스무딩 필터(Smoothing filter)를 

개발한다. FMS 스무딩 필터는 가장 최근 윈도우의 유한 관측값과 제어 입력값만을 이용하여 비편향성 제약조건하에서 최소 분산 성능 지표의 

최적화 문제를 직접 해결함으로써 얻어진다. FMS 스무딩 필터는 비편향성(Unbiasedness), 무진동성(Deadbeat) 및 시불변성(Time-invariance)과 

같은 내재적으로 좋은 특성을 갖는다. 또한, 관측값과 추정값이 구해지는 시간 사이의 지연 길이에 따라 FMS 스무딩 필터는 기존의 FMS 필터들과 

동등함을 보인다. 마지막으로, 컴퓨터 시뮬레이션을 통해 제안된 FMS 스무딩 필터의 내재적인 강인성(Robustness)을 검증하기 위해 일시적인 모델 

불확실성을 가진 시스템에 FMS 스무딩 필터를 적용해본다. 시뮬레이션 결과를 통해 제안된 FMS 스무딩 필터가 기존의 FMS 필터와 칼만(Kalman) 

필터보다 우수할 수 있음을 보여준다. 
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터와 마찬가지로 실제 추정값의 오류가 아니다. FMS 스무딩 

필터는 일반적으로 필터보다 더 많은 관측값을 활용하여 상

태 추정값를 제공하므로 필터보다 더 정확한 추정 성능을 가

진다. 또한, 현재 시간까지의 관측 정보를 이용하여 지연시간

에 상태 추정값를 제공하기 때문에 상태 변화 시 관측 정보를 

미리 반영할 수 있어 필터보다 빠른 수렴 효과가 있다.

본 논문에서는 제어 입력이 있는 이산 시간 상태 공간 모델

에 대한 유한기억구조 스무딩 필터를 개발한다. FMS 스무딩 

필터는 가장 최근 윈도우의 유한 관측값과 제어 입력값만을 이

용하여 비편향성 제약조건하에서 최소 분산 성능 지표의 최적

화 문제를 직접 해결함으로써 얻어진다. FMS 스무딩 필터는 

비편향성, 무진동성(Deadbeat) 및 시불변성(Time-invariance)

과 같은 내재적으로 좋은 특성을 갖는다. 또한, 지연 길이에 

따라 FMS 스무딩 필터는 기존의 FMS 필터[13, 14], 일괄 비편

향 유한임펄스응답(Batch unbiased finite impulse response) 

필터[10] 및 역방향(Backward) FMS 필터[9]와 동일함을 보

인다. 마지막으로, 컴퓨터 시뮬레이션을 통해 제안된 FMS 스

무딩 필터의 내재적인 강인성을 검증하기 위해 일시적인 모

델 불확실성을 갖는 직류 전동기 시스템에 FMS 스무딩 필터

를 적용한다. 시뮬레이션 결과를 통해 제안된 FMS 스무딩 필

터가 FMS 필터와 칼만 필터보다 우수할 수 있음을 보여준다. 

2. 제어입력을 갖는 FMS 스무딩 필터 및 내재적인 

좋은 특성

제어 입력을 갖는 이산 시간(Discrete-time) 상태 공간 모

델(State-space Model)은 다음과 같다.

     

  

(1)

위 식에서 는 상태(State)을 나타내는 변수, 는 관측값

(Measurement)을 나타내는 변수, 는 제어 입력(Control input)

을 나타내는 변수이다. 초기 시간 의 상태 추정값(Estimate)을 나

타내는 
는 평균(Mean)이 

이고 공분산(Covariance)이 ∑
인 

확률 변수(Random variable)이다. 시스템 잡음(System noise)을 

나타내는 변수 와 관측 잡음(Measurement noise)를 나타내는 

변수 는 평균이 0이며 공분산 행렬 와 을 갖는 가우시안 백색 

잡음(Gaussian white noise) 신호이다.

현재 시점 에서 고정된 길이  만큼의 지연을 갖는 시점, 즉 

지연시간(Lagged time) 에서의 상태 변수   를 추정하

기 위한 FMS 스무딩 필터는 가장 최근의 윈도우  에서

의 유한한 관측값과 제어 입력값만을 이용한다. 지연시간 

는 관측값과 추정값이 구해지는 시점 사이에 일정한 간격이 된

다. 고정된 지연 길이 는 양의 정수이며 ≤를 만족하

며, 상태 변수를 추정하는 지연시간 와 상태를 추정할 때 

사용한 마지막 측정값의 현재시간  사이의 이산 시간 스텝 

수와 같다. 윈도우 초기 시간 은 간략하게 나타내기 위

해 이후부터 


으로 표기한다. 가장 최근의 윈도우  의 

유한 관측값과 제어 입력값은 각각 와 로 표시되며 아래

와 같은 형태로 표현된다.

 ≡ 
 

 


⋯  

 

 ≡ 

 

 


⋯  

 

(2)

와 를 이용하여 이산 시간 상태 공간 모델 (1)은 아래

와 같이 선형 회귀(Linear Regression) 모델로 표현된다.

 
  

    (3)

위 식에서 잡음 항인 와 은 잡은 신호  에 대해 

각각 (2)와 같은 형태를 가지며 행렬   은 아래와 같다.

 ≡










⋮













 ≡






  ⋯  
  ⋯  
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮




 


 ⋯  




 


 ⋯  







 ≡






  ⋯  

  ⋯  
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮




 


 ⋯  




 


 ⋯  







이산 시간 상태 공간 모델 (1)로부터 지연시간 에서의 

상태 변수   는 아래와 같이 나타낼 수 있다.

  
 




 (4)

여기서 행렬  는 아래와 같다.

≡



  

      ⋯  

 
   

 ⋯  

 




≡



  

      ⋯  

 
   

 ⋯  

 




(5)

따라서, Equation (4)를 선형 회귀 모델 (2)에 적용하면 

지연시간 에서의 상태 변수   는 아래와 같은 새로운 

선형 회귀 모델로 표현할 수 있다.




   



 (6)

여기서   는 아래와 같다.

≡  

≡   


≡   


(7)

선형 회귀 모델 (6)에서 잡음 항인  는 평균이 0이

며 다음과 같은 공분산을 갖는 백색 가우시안 신호이다.
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≡    
  ⋯



      
  ⋯





여기서, ⋯와 ⋯는 각각 와 을 

개 갖는 블록 대각 행렬(Block-diagonal matrix)을 나타낸다.

본 논문에서 새롭게 개발하는 FMS 스무딩 필터는 최선 선

형 비편향 추정(Best linear unbiased estimation) 접근법

으로부터 유도한다[19]. FMS 스무딩 필터   는 다음 식과 

같이 최근의 윈도우  에서의 유한 관측값 와 제어 입

력값 로부터 얻어지는 것으로 가정한다.

   ≡ℋ   (8)

여기서, ℋ는 이득 행렬(Gain Matrix)이다. 식의 양변에 기

댓값(Expectation)을 취하면 다음과 같은 관계식이 얻어진다.

      ℋ
  

 ℋ  


 
ℋ    

여기서, 는 변수 의 기댓값을 표현한다. 그러면, 다음

과 같은 조건에 대해서

ℋ   (9)

  는 비편향(Unbiased) 혹은 무편향이 된다. 즉,   
 

  
이 되는 것이다. 따라서, Equation (9)를 FMS 스무딩 필

터   에 대한 비편향성 제약조건(Unbiasedness Constraint)

라고 부른다.

이제 궁극적인 목표는 (9)과 같은 비편향성 제약조건 하에서 

다음과 같이   의 추정 오차      가 최소 분산(Minimum 

variance)을 갖도록 최적의 이득 행렬 ℋ

를 구하는 것이다.

ℋ

 arg



min   
  



  
    (10)

앞서 언급한대로 최선 선형 비편향 추정 접근법을 이용하여 FMS 

스무딩 필터   는 식 (10)을 풀어 다음과 같은 형태로 구한다.

       (11)

여기서 FMS 스무딩 필터의 이득 행렬 ℋ는 아래와 같다.

ℋ   
 

 

식 (11)의 FMS 스무딩 필터   는 무진동(Deadbeat), 

시불변성(Time-invariance), 강인성(Robustness) 같은 내

재적인 좋은 특성을 갖는다. 다음의 정리(Theorem)에서 볼 

수 있듯이, FMS 스무딩 필터는 잡음이 존재하지 않는 경우 

무진동의 특성을 갖는다.

정리 1.  를 관측할 수 있으며 ≥이라고 가정한다. 

가장 최근의 윈도우 


 에서 잡음이 없는 경우 

FMS 스무딩 필터   는 정확한 추정값을 제공한다.

증 명 : 가장 최근의 윈도우 


 에서 잡음이 없는 경우 

상태 공간 모델 (1)는 아래와 같이 표현된다.

        (12)

이 경우 Equation (6)으로부터 유한한 측정값 와 제어 입력

값 는 다음과 같이 지연시간 에서 상태 변수   에 의해 

결정된다.




   
 (13)

따라서, 다음의 관계식이 만족된다.

     
 

  
  

 
   

  

이것으로 무진동 특성 증명된다.

상태 추정값의 비편향성은 잡음이 있는 시스템에 대해서 

상태 추정값의 평균이 상태 변수의 평균을 정확하게 추적함

을 의미한다. 반면, 상태 추정값의 무진동성은 비록 상태 공

간 모델(12)이 (1)에서와 같이 부가적인 잡음을 갖는다고 

가정하고 Equation (11)의 FMS 스무딩 필터   를 설계하

였지만, 실제로 잡음이 없는 시스템에 대해서 상태 추정값

이 상태 변수를 정확하게 추적함을 의미한다. 이러한 무진

동 특성은 FMS 스무딩 필터의 유한한 수렴 시간(Finite 

convergent time)과 빠른 추적(Fast tracking) 능력의 근본

적인 이유가 된다. 따라서, FMS 스무딩 필터가 미지의 시간

에 발생하는 이상 신호의 신속한 탐지 및 추적, 예를 들어 고

장 검출 및 진단(Fault detection and diagnosis) 혹은 목

표물 기동 탐지 및 추적(Target’s maneuver detection 

and tracking) 등에 적합할 것이라고 기대할 수 있다.

또한, Equation (11)에서 볼 수 있듯이 FMS 스무딩 필터

에 대한 이득 행렬 ℋ   
 

 은 고정된 구간 

에서 한 번의 오프라인 계산만 필요하고 실시간으로 이

동하는 모든 윈도우에 대해 시불변 특성을 갖는다. 따라서, 

온라인 계산에는 Equation (10)과 같이 FMS 스무딩 필터 업

데이트만 필요하게 되어 계산 복잡도는 가 된다. 고정 지

연 칼만 스무딩 필터와는 달리 FMS 스무딩 필터는 추정 시간 

 전후에 대한 두 개의 알고리즘의 결합을 요구하지 않는

다. 또한, 중간값 저장을 위한 메모리와 초기화 알고리즘을 요

구하지도 않는다.

게다가, 기존 FMS 필터[10, 14]에서 증명되었듯이, FMS 

스무딩 필터 역시 유한기억구조 덕분에 모델 불확실성(Model 

uncertainty), 미지의 입력(Unknown input), 불완전한 관측

값(Incomplete measurement) 등과 같은 일시적인 불확실성

(Temporary uncertainty)에 대해 강인할 수 있다. 이러한 내

재적인 강인함은 추후 컴퓨터 시뮬레이션을 통해 검증될 것이다.

참고로, 윈도우 길이 은 제안된 FMS 스무딩 필터에서 

유용한 설계 매개 변수가 될 수 있다. 따라서 FMS 스무딩 필

터의 성능을 가능한 우수하게 만드는 적절한 윈두오 길이를 

선택하는 것은 중요한 과정이 될 수 있다. FMS 스무딩 필터
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의 잡음 억제(Noise suppression)는 윈도우 길이와 밀접한 

관련이 있을 수 있으며, 윈도우 길이가 증가할수록 잡음 억제 

효과가 커져 FMS 스무딩 필터의 성능이 향상될 수 있다. 즉, 

더 큰 윈도우 길이를 선택하면 더 많은 관측값이 반영되기 때

문에 성능이 향상될 수 있다는 것이다. 반면에, 윈도우 길이

가 커질수록 FMS 스무딩 필터링을 통한 추정값의 수렴 시간

(Convergent time)이 증가할 수 있다. 따라서 잡음 억제와 

빠른 추정 사이에는 절충관계(Tradeoff)가 있음을 알 수 있다.

3. 기존 FMS 필터와의 등가 관계

본 절에서는 지연 길이  값에 따라 FMS 스무딩 필터가 기존 

개발된 FMS 필터들[9, 10, 13, 14]과 등가 관계임을 보인다.

3.1 지연이 존재하지 않는 경우 ( )

지연이 없는 경우, 즉  인 경우에 Equation (4)의 행렬  
 는 다음과 같이 된다.

≡     ⋯   

≡     ⋯   

(14)

따라서, Equation (7)의 행렬   는 다음과 같이 된다.

  











 

⋮


 


 






  












  
  ⋯ 



 
  ⋯ 



⋮ ⋮ ⋮ ⋮

  ⋯ 
 

  ⋯ 
 







(15)

  











  
  ⋯ 



 
  ⋯ 

 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

  ⋯ 
 

  ⋯ 
 






    

따라서, (14)과 (15)의 행렬을 이용하면, 지연이 존재하지 않

는 경우에 FMS 스무딩 필터 (10)는 다음과 같이 나타낼 수 있다.


  

 
 

 (16)

위의 증명 과정을 통해 지연이 없는 경우에 Equation (16)

의 FMS 스무딩 필터는 기존 표준형 FMS 필터[13, 14]와 등

가임을 알 수 있다.

3.2 지연이 존재하지 않으며 잡음항의 공분산이 단위행렬인 경우 

(   )

지연이 없으며( ) 선형 회귀 모델 (6)에서의 잡음 항인 

 의 공분산 이 단위 행렬인 경우( ), Equation 

(14)과 (15)의 행렬식을 이용하면 FMS 스무딩 필터 (10)은 

아래와 같이 나타낼 수 있다.


 

 


 (17)

위의 증명 과정을 통해  ,  인 경우에 Equation 

(17)의 FMS 스무딩 필터는 기존의 일괄 비편향 유한임펄스

응답(Batch unbiased finite impulse response)필터[10]

와 등가임을 알 수 있다.

3.3 지연 길이 와 윈도우 길이 이 동일한 경우 ()

지연 길이와 윈도우 길이가 같은 경우(), Equation 

(5)의 행렬식은 다음과 같이 된다.

     
  ⋯  



      
  ⋯  



 (18)

Equation (18)을 이용하면 Equation (7)의 행렬식은 다음과 

같이 표현된다.

      (19)

따라서, 일 때, 행렬 (18), (19)을 이용하면 FMS 스

무딩 필터 (10)은 아래와 같이 나타낼 수 있다.

 
 




 
 




 



. (20)

위의 증명 과정을 통해 인 경우에 Equation (20)의 

FMS 스무딩 필터는 기존의 역방향(Backward) FMS 필터[9]

와 등가임을 알 수 있다.

4. 직류 전동기 시스템을 통한 컴퓨터 시뮬레이션

제안된 FMS 스무딩 필터를 직류(Direct Current, DC) 

전동기(Motor) 시스템에 적용하여 컴퓨터 시뮬레이션을 진

행한다. 직류 전동기는 전기 에너지를 기계 에너지로 변환하

는 전기 기계다. 특히, 직류 전원에 의해 구동되는 전기 모터

는 합리적인 비용, 높은 성능과 같은 본질적인 좋은 특성에 

의해 모터 제어 시스템에서 가장 많이 성공적으로 사용된다

[20]. 직류 전동기 시스템에 대한 이산 시간 상태 공간모델 

(1)을 구성하는 행렬들은 다음과 같다.




 
 



 


















    

(21)

 
직류 전동기는 유효 하중 없이 작동하고 전기자 전류와 회

전 속도는 센서에서 측정된 출력값으로 설정된다. 직류 전동

기는 운전하기 위해 입력전압과 같은 외부 전원을 요구하는

데 이러한 외부 전원이 제어 입력이 된다. 본 시뮬레이션에서 

제어 입력은 단위 계단(Unit step)으로 인가한다.

직류 전동기와 같은 동적시스템이 정확하게 상태 공간 모델

로 표현되더라도 주파수, 위상 및 속도의 발산과 같은 예측할 수 
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없는 변화가 발생할 수 있고 이러한 증상은 일반적으로 단기간

에 발생하므로 일시적인 불확실성(Temporary uncertainty)이

라고 부른다[10]. 또한, 이러한 일시적인 불확실성에는 모델 

불확실성, 불완전한 관측값, 미지의 입력 등이 있을 수 있는

데 본 논문에서는 일시적인 모델 불확실성을 다룬다.

제안된 FMS 스무딩 필터의 내재적인 강인성을 검증하기 

위해 직류 전동기 시스템은 다음과 같은 일시적인 모델 불확

실성을 갖는다고 가정한다.





 

 




     (22)

여기서 는 아래와 같이 설정한다.

    ≤≤
 

시뮬레이션에서 제안된 FMS 스무딩 필터, 기존의 표준 

FMS 필터, 칼만 필터를 비교한다. 시스템 잡음 공분산과 관

측 잡음 공분산은 각각    ,   으로 설정하여 필

터들을 설계 하며, 실제 잡음 신호 역시 이를 기준으로 발생 

시킨다. 제안된 FMS 스무딩 필터는 윈도우 길이를 로 

지연 길이를  로 설정하며, 표준 FMS 필터는 윈도우 길

이 로 설정 한다. 비록 세 가지 종류의 필터는 직류 전

동기 시스템 (21)을 모델링한 상태 공간 모델(1)에 의해 설계

되고 동작되지만, 실제 관측값은 일시적인 불확실성 (22)을 

가진 모델로부터 얻어지는 것이다. 세 필터간의 추정 성능의 

명확한 비교를 위해, 매번 시뮬레이션 수행 시 시스템 잡음과 

관측 잡음을 변경하면서 20번의 시뮬레이션을 수행하였고 각 

시뮬레이션은 500번의 샘플링을 한다.

Fig. 1은 20회 시뮬레이션을 진행한 후 회전 속도(Rotational 

speed)에 대한 제곱평균제곱근(Root mean square, RMS) 

추정 오차를 보여준다. Fig. 2는 20회의 시뮬레이션 중 하나

의 회전 속도 추정오차를 보여준다. 시뮬레이션 결과를 보면, 

FMS 스무딩 필터의 오차 수렴과 오차 크기가 다른 두 종류의 

필터보다 우수할 수 있음이 확인 된다. FMS 스무딩 필터의 

추정오차의 크기는 일시적인 모델 불확실성이 존재하는 구간

에서 다른 두 종류의 필터보다 더 작다. 게다가, 일시적인 모

델 불확실성이 사라지고 난 뒤의 FMS 스무딩 필터의 추정 오

차의 수렴이 다른 두 종류의 필터보다 빠르다. FMS 스무딩 

필터는 강인함을 고려하지 않고 설계되었지만, 일시적인 모

델 불확실성이 존재하는 직류 전동기 시스템에서 FMS 스무

딩 필터는 다른 두 종류의 필터보다 강인할 수 있음을 알 수 

있다. 이러한 결과의 분석을 통해 FMS 스무딩 필터는 내재적

인 강인성을 지녔음을 알 수 있다. 아울러, FMS 스무딩 필터

는 일시적인 모델 불확실성이 없는 경우나 완전히 사라진 경

우에 다른 두 종류의 필터와 유사한 성능을 확인할 수 있다. 

아울러, 3절에서 수식적으로 유도했듯이, 지연이 없는 경우, 

즉  인 경우에 FMS 스무딩 필터가 기존의 표준 FMS 필

터와 등가임을 Fig. 3을 통해 확인 할 수 있다.

5. 결론 및 향후 연구

본 논문에서는 제어 입력이 있는 이산 시간 상태 공간 모델

에 대한 FMS 스무딩 필터를 개발하였다. FMS 스무딩 필터는 

가장 최근 윈도우의 유한 관측값과 제어 입력값만을 이용하여 

비편향성 제약조건하에서 최소 분산 성능 지표의 최적화 문제

를 직접 해결함으로써 구하였다. FMS 스무딩 필터는 비편향

성, 무진동성, 시불변성 및 강인성과 같은 내재적으로 좋은 특

성을 갖는다. 또한, 관측값과 추정값이 구해지는 시점 사이의 

지연 길이에 따라 FMS 스무딩 필터는 기존의 표준 FMS 필터, 

일괄 비편향 유한임펄스응답 필터 및 역방향 FMS 필터와 동

일함을 보였다. 제안된 FMS 스무딩 필터의 내재적인 강인성

을 검증하기 위해 일시적인 모델 불확실성을 가진 직류 전동기 

시스템에 FMS 스무딩 필터를 적용하여 시뮬레이션을 수행하

였다. 시뮬레이션 결과를 통해 제안된 FMS 스무딩 필터가 표

준 FMS 필터와 칼만 필터보다 우수함을 확인할 수 있었다.

본 논문에서 윈도우 길이 선정은 시스템적인 방법보다는 

다소 휴리스틱한 방식으로 설정하였다. 최근 몇몇 연구에서 

Fig. 1. RMS Estimation Error of Rotational Speed

Fig. 2. Estimation Error of Rotational Speed

Fig. 3. Equivalent Relationship between Two Filters
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시스템적인 방식으로 최적의 윈도우 길이를 구하려는 노력이 

이루어지고 있다. 본 연구자들도 이를 향후 연구주제로 삼고 

진행할 계획이다.
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